Anhang D: Differentialgleichungen

D Differentialgleichungen 119
D.1 Herleitung der harmonischen Schwingung . . .. . .. 119
D.2 Losung fiir eine freie harmonische Schwingung . . . . 120
D.3 Gedampfte harmonische Schwingung . . ... ... .. 123
D.4 Gedampfter harmonischer Oszillator mit &uflerer An-

TEEUNE .« v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e 124

Physik-II - Christian Schwanenberger - Vorlesung



D.1 Herleitung der harmonischen Schwingung

D Differentialgleichungen

Im folgenden werden einfache Differentialgleichungen besprochen,
wie sie in der Mechanik oder in elektrischen Schaltkreisen vorkom-
men. In beiden Fillen wandeln sich verschiedene Energieformen
ineinander um, so dass eine Schwingung entsteht.

D.1 Herleitung der harmonischen
Schwingung

Wir betrachten ein Pendel der Masse m und der Fadenldange I, des-
sen Auslenkungswinkel ¢(t) ist. Zunéchst vernachldssigen wir Rei-
bung und betrachten den Fall ohne duflere Anregungskrifte. Die
kinetische Energie ist

1 1
E’]mn(t) = 57’)@’02 = §m 3.2'2 (Dl)

und die potentielle Energie

E,ot(t) =mgh(t) =mgl-(1-cosp) (D.2)

Harmonische Naherung Diese potentielle Energie kann nahe der
Ruhelage gendhert werden?!'. Im Fall des Pendels liefert die Taylor-

Entwicklung cos ¢ » 1—%902 A 1—% (%)2, wobei wir zusétzlich beniitzt

haben, dass fiir kleine Auslenkungswinkel sin ¢ = x/l ~ ¢ ist. Daraus
folgt, dass

1 g 1
Epot(t) » M7 2= §mw§ 7 (D.4)
mit der Eigenfrequenz (Kreisfrequenz) wg = /g/l. Die Gesamtener-

gie

Etot = Ekzn(t) + Epot(t) (DS)

muss zeitlich konstant sein. Ableiten nach der Zeit liefert daher
OBt =0 = Oy Epin + atEpot (D~6)
= m:iziti+mw§x:t=m§c-(jc’+w§$) (D.7)

21 Tats#chlich ist nahe der Ruhelage jedes Potential ndherungsweise parabelfor-
mig, denn in der Ruhelage zy muss ja gerade ein Minimum der potentiellen
Energie vorliegen, 0, Epot (o) = 0. Eine Taylorentwicklung liefert daher

1
Epot(x) = Epot(l’o) + 81Ep0t($0) . (CE - .1‘0) + §a§Epot(l‘0) . ($ - I0)2 + ...
1
v Epot(mo) + EaiEpot(mo) (x - 360)2 (D.3)

Aus diesem Grund sind harmonische Schwingungen von iiberragender Be-
deutung.
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Abb. D.1

Néherung des Potentials des
Pendels durch ein quadrati-
sches Potential.
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D.2 Losung fiir eine freie harmonische Schwingung

Bewegungsgleichung fiir ei-
ne harmonische Schwingung
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Der Ausdruck in der Klammer muss offenbar zu jeder Zeit Null sein,

F+wir=0 (D.8)

Die Ndherung durch ein quadratisches Potential fiihrt offenbar im-
mer zu einer linearen (in ) Differenzialgleichung zweiter Ordnung
(zweite Ableitung) mit reellem Koeffizienten wy.

D.2 Losung fir eine freie harmoni-
sche Schwingung

Eine Bewegungsgleichung fiir = z(¢) der Form
F+wir=0 (D.9)

gilt fiir eine harmonische Schwingung ohne Reibung und ohne &u-
fsere Krifte. Die allgemeine Losung hierfiir lautet

’x(t) =z -sin(wo t + ¢p) ‘ (D.10)

Fiir eine solchen Differenzialgleichung 2. Ordnung braucht man 2
“Integrationskonstanten”, diese sind in diesem Fall die Amplitude z,
und der Anfangsphase ¢y. Man zeigt dies, indem man die zweifache
Ableitung bildet,

= wpxg - cos(wot + ¢g) (D.11)

~wa T - sin(wot + ¢g) = —wa T (D.12)

und in die Bewegungsgleichung einsetzt,
F+wiz=-wiz+wiz =0 (D.13)

Setzt man diese Losung in die Formeln fiir die kinetische und po-
tentielle Eergie ein, so erhélt man

1 1

Erin(t) = om i? = §mw(2)x(2) cos?(wot + ¢p) (D.14)
1 1

E,n(t) = o™ wiz? = imwg:rg sin®(wot + o)  (D.15)

Da sin® a + cos? a = 1 ist folgt, dass die Gesamtenergie erhalten ist,
L5 9
Eio = MW (D.16)

Die beiden Konstanten o und ¢y miissen aus den Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden.

Bsp.: Sei ¢y =0. Dann ist zum Zeitpunkt ¢ = 0
2(0)=0,  @(0) =woro,  #(0)=0 (D.17)
1
Eyin(0) = 5mw§ x5, Ep(0)=0 (D.18)



D.2 Lésung fiir eine freie harmonische Schwingung

Bsp.: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Auslenkung z(0) = 3z und die
Anfangsgeschwindigkeit #(0) = vy. Dann ist zum Zeitpunkt ¢ = 0

1
in ~ = 30°
arcsin 5

b0
#(0)

(D.19)

" W cos(300) (D.20)

Vg = wo T cos(30°), T

Alternative reelle Losung

Anstelle der Losung aus Gl. D.10 kann man auch eine Summe ver-
wenden,

‘:c(t) = A -sin(wpt) + B - cos(wot) ‘ (D.21)

verwenden??. Diese Losung ist vollig gleichwertig mit G1. D.10 fiir

A =z cos(¢y), B =z sin(¢y) (D.22)

Dies ergibt sich aus den Additionstheoremen fiir sin und cos Funk-
tionen?3. Insbesondere fiir die Anfangsbedingungen ist einfach B =
z(0) und A =v(0)/wo.

Komplexe Losung

Anstelle der Losung aus Gl. D.10 kann man auch

Zo(t) = g - e'wot+o) (D.28)

verwenden mit reellem zg, wy und ¢y. Die Ableitungen sind dann

T = 1WoLe,s T = —wir, (D.29)

22Da, die Differentialgleichung linear in x ist, ist jeder Summand einzeln bereits
eine Losung.
23 Man kann komplexe Schreibweisen effektiv benutzen, um Additionstheoreme
wie
Zo sin(wot + ¢p) = Asinwyt + B coswyt (D.23)
fiir reelle zo,A, B zu beweisen. Da coswot = Re(e™0!) und sinwgt =
Re(—ie™nt) ist dies gleichbedeutend mit

Re(—ixg e “0t*%0)) = Re(—i Ae™t + Be'ot) (D.24)
Dies ist erfiillt fiir
—izgelwottto) = _j feiwol 4 B eiwol (D.25)
zp et el = (A+iB) glwot (D.26)
Fiir den Realteil bzw. Imaginsrteil von zqe’® muss also gelten
A = xq cos ¢y, B =g singg (D.27)

3

Abb. D.2
Schwingung mit Anfangsge-
schwindigkeit.

Abb. D.3

Sume einer sin und cos Funkti-
on mit unterschiedlicher Am-
plitude
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D.2 Losung fiir eine freie harmonische Schwingung
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Fiir reelle wy ist dies offenbar auch eine Losung der Schingungsglei-
chung. Physikalisch interpretiert werden kann der Realteil

2(t) = Re(x.) = mo cos(wol + ¢,)  mit o, = o - g (D.30)
oder der Imaginérteil
x(t) = Im(x.) = xo sin(wot + ¢.) mit . = P (D.31)

Beide Losungen sind also dquivalent.

Allgemeines Losungsverfahren

Um die allgemeine Losung fiir homogene lineare Differentialglei-
chungen mit reellen Koeffizienten zu erhalten, wéhlt man als An-
satz

T4(t) = c-eM (D.32)
Hier ist ¢ eine willkiirliche Konstante. Wegen
Tq = A\Zg, Fo =N 1, (D.33)
folgt bei Einsetzen in die Bewegungsgleichung # + wix = 0,
N, +wiz, =0 (D.34)
aus dem ’charakteristische Polynom’
N +w2=0 = A2 =%iwg (D.35)

dass es zwei Losungen fiir A gibt. Die allgemeine Losung der ho-
mogenen Differentialgleichung ist dann ein Linearkombination der
beiden méoglichen Losungen

1.(t) = CyeMt + Cy 2t (D.36)

in diesem Fall also

z.(t) = C ™0 + Oy 7ot (D.37)

mit im allgemeinen komplexen Zahlen Cy,Cs. Der Realteil von z..
(oder der Imaginérteil) kann als Losung interpretiert werden. Tat-
séchlich ist

Re(x,.) Re(C) et + Cy e70t) (D.38)

Re(Cy + Cy) coswot — Im(Cy — Cy) sinwyt(D.39)

Dies ist wieder gleichbedeutend mit Gl. D.21 fiir

A= —Im(C'1 - 02), B= Re(C’l + CQ) (D40)



D.3 Gedidmpfte harmonische Schwingung

D.3 Gedampfte harmonische Schwin-

gung

Fiir eine Schwingung mit Reibung gibt es in der Bewegungsglei-
chung einen weiteren geschwindigkeitsabhéngigen Term,

T+ 2yi+wir =0 (D.41)
Als Ansatz fiir die Lésung wird verwendet
Ta(t) =C-eM (D.42)
Die Ableitungen lauten
Tq = A\Tq, Fq = N, (D.43)
Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt
(N2 + 29\ + wd) 1, = 0 (D.44)

Da z,(t) nicht immer Null sein wird, muss das charakteristische

Polynom Null sein,
AN +29A+wi=0 (D.45)

Fiir v = 0 folgt A = +iwy und damit die Lésung von Gl. D.37.
Allgemein ergibt sich aber

Ma=—7x /Y -wi=-yxi\Jwi-72=-y+iw (D.46)
mit
w=+\w§ -2 (D.47)

Damit ist die allgemeine komplexe Losung fiir eine geddmpfte har-

monische Schwingung ohne dufere Anregung
Tpo(t) = Cp-eMl+ Cy - et (D.48)

oder

Tpe(t) = e (Cr- ™+ Cy - e7) (D.49)

Wieder kann der Realteil oder der Imaginérteil von z;(t) als phy-
sikalische Losung interpretiert werden, also z.B.

zy, = Re(xy,.) =€ (A-sinwt + B coswt)

(D.50)

Bei kleiner Reibung ist v < wp und daher w = \/w? —~? eine re-
elle Grofse. Damit beschreibt der Term e™! eine Schwingung und
xp,(t) eine gedampfte Schingung, deren Amplitude 29 e™* exponen-
tiell abnimmt. Diesen Fall bezeichnet man als “Schwingfall”.

Im Gegensatz dazu liegt fiir grofe Reibung v > wy keine Schwin-
gung mehr vor, sondern x(t) ist eine rein exponentiell abfallende
Funktion. Diesen Fall nennt man “Kriechfall”. Der Fall v = wy wird
aperiodischer Grenzfall genannt.
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Abb. D4
Schwache Dampfung.
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Abb. D.5
Aperiodischer Grenzfall.
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Abb. D.6
Starke Dampfung.
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D.4 Gedédmpfter harmonischer Oszillator mit dufserer Anregung

Einschwingvorgang
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D.4 Gedampfter harmonischer Os-
zillator mit auflerer Anregung

Wird ein harmonischer Oszillator von aufen periodisch angeregt,
so gilt

T+ 29F + wiT = a- cosw,t (D.51)

Hier ist a (reell) die maximale Beschleunigung durch die dufere
Kraft und es wurde (durch die Wahl der cos-Funktion) angenom-
men, dass die Anregung zur Zeit ¢ = 0 maximal ist. Die Anregungs-
frequenz w, soll beliebig sein, in der Regel also weder die Eigenfre-
quenz wq der freien ungeddmpften Schwingung, noch die Frequenz
w =+/w2 — 7?2 der freien gedampften Schwingung.

Da die Gleichung reelle Koeffizienten hat, ist es ist wieder einfa-
cher, die komplexe Erweiterung dieser Gleichung

T+ 2y1 +wir = a- et (D.52)

zu 16sen und anschliefend wieder den Realteil als physikalische Lo-
sung zu interpretieren.

Die allgemeine Losung dieser Schwingungsgleichung ist die Sum-
me aus der allgemeinen Lésung z;, des freien Oszillators und einer
speziellen Losung fiir die dufsere Anregung (also den inhomogenen
Teil der Differentialgleichung),

x(t) = xpe(t) + Tinn(t) (D.53)
mit
Thpe(t) =Ch - eM, Zinn(t) = Toc - giwat (D.54)
Damit ist
= AN Tpeti- W Tinn (D.55)
= N T —w? T (D.56)

Einsetzen in die Schwingungsgleichung ergibt

(AN + 29X + W) T o () +(—w?2 + 2iyw, + W) Tinn(t) = a- “*(D.57)

=0

Da die Frequenz von z, . die Eigenfrequenz w der freien Schwinung

mit Ddmpfung ist und diese unabhéngig von der Anregungsfrequenz

w, ist, folgt, dass der erste Summand links gleich Null sein muss.
Der erste Summand links ist Null, wenn A\ die Gl. D.46 erfiillt.

Der zj,.(t) Anteil der Losung féllt exponentiell mit der Zeit, d.h.

nach einer Zeit ¢ >> 1/~ bleibt nur der x,(t) Anteil. Dann ist auch

die Abhéngigkeit von den Anfangbedingungen verschwunden.
Damit der Rest fiir alle Zeiten Null ist, muss gelten

(w2 + 2ivw, +wi) 0. = a (D.58)



D.4 Gedéampfter harmonischer Oszillator mit dufserer Anregung

Daraus folgt

2_ 2 _9;
F0c = wd - w3a+ 2ivw, - (cug}E w(;(; +2(22r'yywcja)2 (D-59)
und
Te(t) = 2p o (t) +|wo o] - €1 @attOinn) (D.60)
mit
|z0.c| = N _W;)Q T (D.61)
tan ¢;,p = m(o.) 2 (D.62)

Re(xo.) _wg - w?

Nach dem Einschwingvorgang ist die Amplitude |z | proportional
zur Anregung ¢ und wird maximal, wenn die Anregungsfrequenz w,
nahe der Eigenfrequenz wy der freien Schwingung ohne Dampfung
liegt. Die Dampfung 7 beschrankt in diesem Bereich die maximale
Amplitude.

Abb. D.7

Gedampfte Schwingung
mit  Aufserer  periodischer
Anregung.
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